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1. MODELOS DE LINEA DE ESPERA

Agregar mas recursos de atencidn no siempre es la estrategia mas econémica para mejorar el servicio, de
modo que los negocios necesitan determinar formas de mantener los tiempos de espera dentro de limites
razonables.

En términos de métodos cuantitativos se conocen como colas y su estudio como teoria de colas. A
principios del siglo XX el ingeniero telefonico Danés A. K. Erlang inicio un estudio de la congestion y
tiempos de espera en las llamadas. Hoy se aplica a una gran variedad de situaciones.

Caracteristicas operativas de una linea:

1. Probabilidad que no haya unidades o clientes en el sistema.

2. Cantidad promedio de unidades en la linea de espera.

3. Cantidad promedio de unidades en el sistema (en la linea mas las que se estan atendiendo)
4. Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera.

5. Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema.

6. Probabilidad de espera por el servicio que tiene una unidad que llega al sistema.

2.1 ESTRUCTURA DE UN SISTEMA DE LINEA DE ESPERA

Burger Dome, vende hamburguesas, hamburguesas con queso, papas fritas, refrescos y malteadas, asi
como un numero limitado de articulos de especialidad y postres. A Burger Dome le preocupa que los
métodos que se usan actualmente para servir a los clientes dan como resultado tiempos de espera
excesivos. La administracion desea realizar un estudio con el fin de ayudar a determinar el mejor
enfoque para reducir los tiempos de espera y mejorar el servicio.

Linea de espera de un solo canal

Actualmente en Burger Dome, un empleado toma el pedido de un cliente, determina el costo total del
pedido, toma el dinero del cliente y luego llena el pedido. Al terminar con este cliente, el empleado toma
el pedido del siguiente cliente que espera el servicio. Esta operacion es un ejemplo de linea de espera
de un solo canal. Cada cliente debe pasar por un canal, cuando llegan mas clientes se forma una linea
de espera y esperan que se desocupe la estacion para tomar y surtir el pedido.

Distribucion de llegada



Definir el proceso de llegada para una linea de espera implica determinar la distribucion de probabilidad
para la cantidad de llegada en un periodo dado. Para muchas situaciones de linea de espera, cada llegada
ocurre aleatoriamente e independiente de otras llegadas y no podemos predecir cuando ocurrira. En tales
casos, los analistas cuantitativos han determinado que la distribucion de probabilidad de Poisson
proporciona una buena descripcion del patron de llegada.

La funcion de probabilidad de Poisson proporciona la probabilidad de x llegadas en un periodo de
tiempo:

X,—A
P(x) = %para x=01,2 ...
Donde: x = la cantidad de llegadas en el periodo
A = la cantidad promedio de llegadas por periodo

e =2.71828* Se encuentra en las calculadores o en la tabla e =%

Suponga que Burger Dome analiz6 los datos sobre las llegadas de los clientes y concluyd que la tasa media de

llegada es de 45 clientes por hora. Para un periodo de un minuto, la tasa media de llegada seria 1 = 45 clientes /

AXe—h _
— =

60 minutos = 0,75 clientes por minuto, calculamos la probabilidad de x llegas por minuto: P(x) =

0I75xe—0.75

x!

X

Entonces para:

—-0.75
P(0) = 2757 = 7075 = 0.4724
0.75ie—0.75
P(1) = —————=0.75¢7°7% = 0.75(0.4724) = 0.3543
0.752¢7075  (0.75)2 e™75  (0.5625)(0.4724)
P(2) = T = 2T = > = 0.1329

Distribucion de tiempos de servicio

El tiempo de servicio es el tiempo que pasa un cliente en las instalaciones una vez que el servicio ha
iniciado. Comienza cuando un cliente empieza a colocar el pedido con el empleado y continGa hasta que
el cliente recibe el pedido.

Los analistas encontraron que la distribucién de probabilidad para el tiempo de servicio sigue una

distribucion de probabilidad exponencial, podemos calcular:  P(tiempo de servicio <t) =1 —
e Wt

K = la cantidad media de unidades que pueden servirse por periodo
e =2,71828

Burger Dome estudio el proceso de toma y surtido de pedidos y encontré que el empleado sélo puede procesar
un promedio de 60 pedidos por hora, calculamos la tasa de servicio media p = 60 clientes / 60 minutos = 1 cliente
por minuto. Entonces: P(tiempo de servicio < 0.5min = 1 —e~1®% =1 —-0.6065 = 0.3935

P(tiempo de servicio < 1.0min = 1 —e ™19 =1 -0.3679 = 0.6321
P(tiempo de servicio < 2.0min = 1 —e~120 =1 —-0.1353 = 0.8647

Disciplina en la linea de espera



Las unidades que esperan servicio se acomodan segun el principio el primero que llega, primero al
gue se sirve; este enfoque se conoce como disciplina de linea de espera o disciplina de cola FCFS
(first-come, first-served).

Operacion de estado estable

El periodo de comienzo o principio se conoce como periodo transitorio (no hay unidades en el
sistema), cuando el sistema alcanza la operacion normal se conoce como operacion de estado estable.
Los modelos de linea de espera describen las caracteristicas operativas de estado estable de una linea de
espera.

2.2  MODELO DE LINEA DE ESPERA DE UN SOLO CANAL CON LLEGADAS DE
POISSON Y TIEMPOS DE SERVICIO EXPONENCIALES

Aplicaremos las formulas que se han desarrollado para buscar informacion acerca de las caracteristicas
operativas de la linea de espera.
Caracteristicas operativas

A = la cantidad promedio de llegadas por periodo (tasa media de llegada)
K = la cantidad promedio de servicio por periodo (tasa media de servicio)

1. Probabilidad de que no haya unidades en el sistema: P, = —ﬁ

2. Cantidad promedio de unidades en la linea de espera: Ly = u(j—;)

3. Cantidad promedio de unidades en el sistema: L=1L, +§

4. Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera: W, = LA—"

5. Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema: w=w, +ﬁ

6. Probabilidad que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio: P, = /—; o Factor de
utilizacion

7. Probabilidad de n unidades en el sistema: B, = (’—Dn P,

Condicioén: E<1 o 1u> A4 ; de lo contrario la linea de espera continuara creciendo sin limite debido a que
la instalacion de servicio no tiene suficiente capacidad para manejar las unidades que llegan.

La notacion Kendall atil para clasificar la amplia variedad de modelos de linea de espera esta
compuesto por: A/B/k

Donde: A denota la distribucién de probabilidad para las llagadas
B denota la distribucion de probabilidad para el tiempo de servicio
k denota la cantidad de canales

Dependiendo de la letra que aparezca en la posicion A o B, puede describir una variedad de sistemas de
linea de espera. Empleando las siguientes letras:



M designa una distribucion de probabilidad de Poisson para las llegadas o una distribuciéon de
probabilidad exponencial para el tiempo de servicio.

D designa que las llegadas o tiempo de servicio son deterministicas o constantes.

G designa que las llegadas o el tiempo de servicio tienen una distribucion de probabilidad general
con una media y varianza conocidas.

El modelo de la linea de espera de un solo canal con llegadas de Poisson y tiempos de servicio
exponencial se clasifica como M/M/1. Esté mismo modelo con dos canales M/M/2.

2.3 MODELO DE LINEA DE ESPERA DE UN SOLO CANAL CON LLEGADAS DE POISSON Y TIEMPOS DE
SERVICIO ARBITRARIOS

Ahora suponemos que la distribucion de probabilidad para los tiempos de servicio es una distribucion de
probabilidad general o no especificada. Usando la notacién Kandall M/G/1

Caracteristicas operativas para el modelo M/G/1
La notacion usada para describir las caracteristicas usada por el modelo M/G/1 son:

A = la tasa media de llegada
M = la tasa media de servicio
0 = la desviacion estandar del tiempo de servicio

1. Probabilidad de que no haya unidades en el sistema: P,=1- ﬁ

2. Cantidad promedio de unidades en la linea de espera: Ly = Azzizli(j//lz)z

3. Cantidad promedio de unidades en el sistema: L=1Lg+ 2

4. Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera: W, = LT"

5. Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema: w=Ww, + ﬁ

6. Probabilidad que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio: P, = ﬁ o Factor de

utilizacién

Tiempos de servicio constantes

Estd linea de espera puede ocurrir en ambientes de produccién y manufactura donde los tiempos de
servicio controlados por maquinas son constantes. Modelo M/D/1, con D refiriéndose a los tiempos de
servicio deterministicos. Con la condicion que la desviacion estandar del tiempo de servicio constante es
0 =0, solo cambia:

()’

2(1- 4/

Cantidad promedio de unidades en la linea de espera: Ly =



Se puede tratar de mejorar el servicio aumentando la tasa media de servicio [, pero se logran un mayor
impacto reduciendo la variacion de los tiempos de servicio, porque reduce la cantidad de unidades
promedio en la linea de espera.

2.4 MODELO DE LINEA DE ESPERA CON CANALES MULTIPLES CON LLEGADAS DE POISSON Y
TIEMPOS DE SERVICIO EXPONENCIAL.

Una linea de espera con canales multiples consiste en dos 0 méas canales de servicio que se supone son
idénticos desde el punto de vista de la capacidad. Ademas, las unidades que llegan esperan en una sola
linea y luego pasan al primer canal disponible para ser servidas. Los modelos M/M/k deben cumplir las
siguientes condiciones:

1. Las llegadas siguen una distribucién de probabilidad de Poisson.

2. Tiempo de servicio para cada canal sigue una distribucion de probabilidad exponencial.

3. Latasa media de servicio p es la misma para cada canal.

4. Las llegadas esperan en una sola linea de espera y luego pasan al primer canal disponible para el

servicio.
Caracteristicas operativas: A = latasa media de llegada para el sistema
K = la tasa media de servicio para cada canal
k = la cantidad de canales
1. Probabilidad de que no haya unidades en el sistema: P, = L T
2\ (2
k—1( /u) , (/u) kp
Zn=o nt k! (ku— /1)
k
1. Cantidad promedio de unidades en la linea de espera: L M
' P pera: 47 (k- D!(kp—2)2 ©°
2. Cantidad promedio de unidades en el sistema: L=1Lg+ ﬁ
3. Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera: W, = LT"
4. Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema: w=w, + i
k
5. Probabilidad que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio: P, = % /—;) (%) P,
o Factor de utilizacion
2 n
6. Probabilidad de n unidades en el sistema: B, = (/n—“l) P, paran<k
()"

B, = pRyRCE P, paran>Kk

2.5 MODELO DE CANALES MULTIPLES CON LLEGADAS DE POISSON, TIEMPOS DE SERVICIO
ARBITRARIOS Y SIN LINEAS DE ESPERA

Suposiciones del modelo M/G/k:

1. El sistema tiene k canales



Las llegadas tienen una distribucién de probabilidad de Poisson, con una tasa media de llegada 4
Los tiempos de servicio para cada canal pueden tener cualquier distribucién de probabilidad.

La tasa media de servicio 4 es la misma para cada canal.

Una llegada entra al sistema so6lo si al menos un canal esta disponible. Se bloquea toda llegada que
ocurra cuando todos los canales estan ocupados; es decir, se niega el servicio y no se le permite
entrar al sistema.

ar®ON

¢ Cuantos canales o servidores deberian usarse?

Caracteristicas operativas para el modelo M/G/k con los clientes bloqueados eliminados

Chy/

Probabilidades de estado estable que j de los k canales estaria ocupado: P = —
z:g(:o( /u)/i!
donde: A = la tasa media de llegadas
K = la tasa media de servicio para cada canal
k = la cantidad de canales
Pj = la probabilidad de que j de los k canales estaran ocupados para j = 0,1,2,...,k

Cantidad de unidades promedio en el sistema o canales promedio en uso: L= % [1- P

Ejemplo 2: Microdata Software usa un sistema telefonico de pedidos para sus productos de software.
Los clientes colocan pedidos usando la linea 01 8000 de la compafiia. Suponga que las llamadas a este
nimero llegan con una tasa promedio de 12 Ilamadas por hora. El tiempo requerido para procesar un
pedido telefonico varia considerablemente de un pedido a otro. Sin embargo, puede esperarse que cada
representante de ventas maneje un promedio de 6 llamadas por hora. Actualmente cuentan con tres
lineas o canales internos y cada uno asignado a un representante de ventas. Las llamadas recibidas se
transfieren automaticamente a una linea o canal si esta disponible.

Siempre que las tres lineas estdn ocupadas, los que llaman reciben una sefial de ocupado. La
administracion suponia que quienes llamaban y recibian una sefial de ocupado llamarian mas tarde. Sin
embargo, una investigacion reciente sobre pedidos telefénicos mostré que un nimero considerable de
personas que llaman a quienes se les niega el acceso no vuelven a telefonear. Estas llamadas no
contestadas representan ingresos perdidos para la empresa, asi que la administracion solicitd un analisis
del sistema de pedidos telefonicos. Especificamente, la administracion desea conocer el porcentaje de
clientes que obtienen sefiales de ocupado y son bloqueadas del sistema. Si la meta de la administracion
es proporcionar capacidad suficiente para manejar a 90% de los que Ilaman, ¢Cuantas lineas telefonicas
y representantes de ventas deberia usar Microdata?

_ (/) /3! _ 13333
O ) Y (e 6

P, = 0.2105



(12/.)" /4| 0.667
P, = 0 1 z, ’ T
(*%/6) /0! + (12/6)/1! + (%/6) /2! + (/o) /3! + (%/6) /4! 7

2 12
L=3 [1- P = — [1- 0.0952] = 18095

= 0.0952

2.6 MODELOS DE LINEAS DE ESPERA CON POBLACIONES FINITAS DE DEMANDANTES

La cantidad maxima de unidades o clientes que pueden buscar servicio es finito. En este caso la tasa
media de Ilegada para el sistema cambia, dependiendo de la cantidad de unidades en la linea de
espera; poblacion finita.

Supuestos:

1. Las llegadas para cada unidad siguen una distribucion de probabilidad de Poisson, con una
tasa media de llegada A.

2. Los tiempos de servicio siguen una distribucién de probabilidad exponencial, con una tasa
media de servicio p.

3. La poblacién de unidades que puede buscar el servicio es finita.

Caracteristicas operativas para el modelo M/M/1 con una poblacidn finita de demandantes.

donde: A = latasa media de llegadas para cada unidad
K = la tasa media de servicio
N = el tamafio de la poblacion

1

1. Probabilidad de que no haya unidades en el sistema: P, = —
z:7I\ll=0(1v—n)! (ﬁ)
2. Cantidad promedio de unidades en la linea de espera: Ly= N— % 1-P)
3. Cantidad promedio de unidades en el sistema: L=1L;+ (1-F)
4. Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera: W, = (NL_"LM
5. Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema: w=Ww, + ﬁ
6. Probabilidad que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio: P, = 1— P,
o Factor de utilizacién
7. Probabilidad de n unidades en el sistema: P, = (Nﬁ!n)! (ﬁ)n P, paran=
0,1,....N

2.7 ANALISIS ECONOMICO DE LAS LINEAS DE ESPERA



Cuando se quiere identificar el costo de operar el sistema de linea de espera y luego, basar la decision
respecto al disefio del sistema, en un costo de operacion por hora o por dia minimos. Se debe elaborar
un modelo de costo total, el cual incluya el costo de esperar y el costo de servicio. Definimos:

cw = el costo de esperar por periodo para cada unidad

L = la cantidad promedio de unidades en el sistema

Cs = el costo de servicio por pedido para cada canal

k = la cantidad de canales

TC = costo total del periodo TC =cuwlL + csk

De estos costos, por lo general el de espera es el mas dificil de evaluar; seria el costo minimo para un
cliente que espera servicio. Este costo no es un costo directo para la empresa, sin embargo, los clientes
que abandonen la fila 0 no regresen nuevamente en otra ocasion si representan pérdida para la empresa
y, en efecto, incurrird en un costo para la empresa.

Calcular el costo del servicio es mas facil. Este es un costo relevante asociado con la operacion de cada
canal de servicio; incluira los salarios y prestaciones del empleado y cualquier otro costo directo
asociado con la operacion del canal de servicio

Suponemos que Burger Dome estima que el costo directo asociado con la operacion del canal es $7 por
hora y esta dispuesta a asignar un costo de $10 por hora para el tiempo de espera del cliente.

Ejemplo: Burger Dome.

Caracteristicas operativas para un solo canal (A=0.75 clientes por minuto y pu=1 cliente por minuto)

Po =0.25 Lq = 2.25 clientes L = 3 clientes Wq = 3 minutos W = 4 minutos
Pw=0.75 Per) = 0.1335

Caracteristicas operativas para un solo canal (A=0.75 clientes por minuto y p=1.25 cliente por minuto)

Po=0.400 Lq=0.900clientes L =1.500 clientes Wq = 1.200 minutos W =

2.00 minutos Pw=0.600 Px7) =0.028

Caracteristicas operativas para canales multiples (A=0.75 clientes por minuto, p=1 cliente por minuto y
k=2)

Po =0.4545 L4=0.1227 clientes L =0.8727 clientes W, = 0.1636 minutos W =
1.1636 minutos Pw=0.2045 P =0.0479
Sistema de un solo canal: TC = culL + csk L= 3 clientes

=10(3) + 7(1) = $37.00 por hora

Sistema de dos canales: TC =cuwlL + csk L =0.8727

=10(0.8727) + 7(2) = $22.73 por hora



EJERCICIO 3: Las ventas al menudeo en SUPER MARKET son manejadas por un dependiente. Las
llegadas de los clientes son aleatorias, y la tasa media de llegada es de 21 clientes por hora o
A=21/60=0.35 clientes por minuto. Un estudio del procesos de servicio muestra que el tiempo de
servicio medio o promedio es de dos minutos por cliente, con una desviacion estandar de 0=1.2
minutos. El tiempo medio de dos minutos por cliente muestra que el dependiente tiene una tasa media
de servicio de p=1/2=0.50 clientes por minuto.

¢,Cuales son las caracteristicas operativas de este sistema de linea de espera?

Po =0.30 Lq = 1.1107 clientes L =1.8107 clientes Wq = 3.1733 minutos W=
5.1733 minutos Pw=0.70

EJERCICIO 4: TRANSEJES emplea un grupo de seis maquinas idénticas; cada una opera un
promedio de 20 horas entre varadas; por tanto, la tasa media de llegada o solicitud de servicio
de reparacion para cada maquina es A=1/20=0.05 por hora. Con varadas que ocurren al azar
se usa la distribucion de probabilidad de Poisson para describir el proceso de llegada de las
varadas de las maquinas. Una persona del departamento de mantenimiento proporciona el
servicio de reparacion de un solo canal para las seis maquinas. Los tiempos de servicio
distribuidos de manera exponencial tienen una media de dos horas por maquina o una tasa
media de servicio de y=1/2=0.50 maquinas por hora.

Po =0.4845 L4 =0.3297 maquinas L = 0.8451 maquinas W, = 1.279 horas
W = 3.279 horas Pw = 0.5155
RESUMEN

Las caracteristicas operativas o medidas de desempefio del sistema son:

Probabilidad de que no hayan unidades en el sistema

Cantidad promedio de unidades en la linea de espera

Cantidad promedio de unidades en el sistema

Tiempo promedio que pasa una unidad en la linea de espera

Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema

Probabilidad de que las unidades que llegan tengan que esperar para ser atendidas

ourwNE

El andlisis econdmico de la linea de espera se hace con un modelo de costo total que incluya el costo
asociado con unidades que esperan y el costo requerido para operar la instalacion del servicio.

Ademas de las aplicaciones en las situaciones en las que los clientes requieren servicios como en la caja
de una tienda, banco o restaurante; los modelos de linea de espera pueden aplicarse a muchas situaciones



diferentes como llamadas telefénicas en espera de conexiones, pedidos por correo esperando
procesamiento, maquinas que esperan reparaciones, trabajos de manufactura esperando ser procesados y
dinero esperando ser gastado o invertido.

SOLUCION DE PROBLEMAS UTILIZANDO SOFTWARE ESPECIALIZADO

GLOSARIO
Cola: Linea de espera.
Teoria de las colas: Cuerpo de conocimiento que trata de las lineas de espera.

Caracteristicas operativas: Medidas de desempefio para una linea de espera que incluyen la
probabilidad de que no haya unidades en el sistema, la cantidad promedio de unidades en la linea de
espera, el tiempo de espera promedio, etc.

Linea de espera con un solo canal: Linea de espera con una sola instalacion de servicio.

Distribucion de probabilidad de Poisson: Distribucion de probabilidad usada para describir el patrén
de llegadas para algunos modelos de linea de espera.

Distribucion de probabilidad exponencial: Distribucion de probabilidad usada para describir el
tiempo el tiempo de servicio para algunos modelos de linea de espera.

El primero que llega es el primero al que se atiende (FCFS; first-come, first served): Disciplina de
cola que sirve a las unidades que esperan con base en que el primero que llega es el primero al que se
atiende.

Periodo transitorio: Periodo de inicio para una linea de espera, que ocurre antes de que la linea de
espera alcance una operacion normal o de estado estable.

Operacién de estado estable: Operacion normal de la linea de espera después de que ha pasado por un
periodo de inicio o transitorio. Las caracteristicas operativas de las lineas de espera se calculan para
condiciones de estado estable.

Tasa media de llegada: Cantidad promedio de clientes o unidades que llegan en un periodo dado.

Tasa media de servicio: Cantidad promedio de clientes o unidades que puede atender una instalacion
de servicio en un periodo dado.

Linea de espera de canales multiples: Linea de espera con dos o mas instalaciones de servicio
paralelo.

Blogueado: Cuando las unidades que llegan no pueden entrar a la linea de espera debido a que el
sistema esta lleno. Las unidades bloqueadas pueden ocurrir cuando no se permiten las lineas de espera o
cuando las lineas de espera tienen una capacidad finita.

Poblacion infinita: Poblaciéon de clientes o unidades que pueden buscar servicio, no tiene un limite
superior especificado.

Poblacion finita: Poblacién de clientes o unidades que pueden buscar servicio, tiene un valor fijo y
finito.
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